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Introduction

Soit E un espace de Banach et L(E ) l’espace des applications linéaires
continues de E dans lui même.

Définition
Une famille G (t), t ∈ R̄+ d’éléments de L(E ) est appelée semi-groupe si
elle vérifie :
1. G (0) = I,
2. G (t + s) = G (t)G (s) ∀t, s ∈ R+.

Exemples :

1. Une équation différentielle :
Soit k ∈ C et x0 ∈ C on considère l’équation différentielle :{

y ′(t) + k y(t) = 0 t > 0,
y(0) = x0.

(1)
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dont la solution est y(t) = e−ktx0.

E = C, G (t) : x0 → (e−kt).x0

G (t) est la multiplication par e−kt .

• G (t) est un semi-groupe.
2. Un système différentiel :

Soit A ∈Mn(C) et X0 ∈ Cn on considère :{
Y ′(t) + A Y (t) = 0 t > 0,
Y (0) = X0.

(2)

Posons G (t) = e−tA
(

=
∞∑
k=0

(−tA)k
k!

)
Alors Y (t) = e−tA X0

E = Cn et e−tA ∈ L(E ).
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3. Une équation abstraite :
Soit E un espace de Banach et A ∈ L(E ) et x0 ∈ E .
L’équation différentielle :{

x ′(t) + A x(t) = 0 t > 0,
x(0) = x0

(3)

a une unique solution
x(t) = e−tAx0,

où e−tA =
∞∑
k=0

(−tA)k
k! .

Remarque : Dans les exemples 2 et 3 l’application G (t) est bien définie au
sens des séries normalement convergentes.
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Propriétés immédiates : pour les exemples 2 et 3

∀x0, x0 ∈ E lim
t→0+

G (t)x0 = x0 dans E .

∀x , x ∈ E , ∀t0 ≥ 0 :

lim
h→0+

G (t0 + h)x − G (t0)x

h
= G (t) Ax

= A G (t0)x .

=⇒ A G (t) = G (t) A.

4. Translation à droite :
E = C0(R), pour u0 ∈ E et t ≥ 0 on pose :

(G (t) u0)(x) = u0(x + t).

On a
G (0) u0 = u0, G (t + s) u0 = G (t) [G (s) u0].
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5. Translation à droite et transport :{
∂u
∂t (x , t)− ∂u

∂x (x , t) = 0, x ∈ R; t ≥ 0,
u(x , 0) = u0(x) donnée.

(4)

La solution est :

u(x , t) = u0(x + t) = G (t)u0.

{G (t)} est bien défini sur E = C0
b(R).

Si u0 ∈ E "comment" G (t)u0 est solution de (4) ?.
Si u0 ∈ E et du0

dx ∈ E alors tout est clair.

6. L’équation de chaleur :{
∂u
∂t (x , t)− ∂2u

∂2x
(x , t) = 0, x ∈ R; t ≥ 0,

u(x , 0) = u0(x) donnée
(5)

avec par exemple u0 ∈ L2(R) pour simplifier.
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En faisant une transformation de Fourier en x seulement on obtient :{
∂û
∂t (ξ, t) + ξ2û(ξ, t) = 0,
û(ξ, 0) = û0(ξ),

(6)

d’où û(ξ, t) = e−tξ
2
û0(ξ) et par Fourier inverse :

u(x , t) =
1√
2πt

∫
R
e−

(x−y)2

4t u0(y)dy = Kt ∗ u0.

En posant G (t)u0 = u(x , t). G (t) est un semi-groupe.
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Semi-groupes et générateurs

Définition
Soit {G (t), t ≥ 0} un semi-groupe défini sur un espace de Banach E .

On dira qu’il est uniformément continu si

lim
t→0+

‖ G (t)− Id ‖L(E)= 0.

On dira qu’il est fortement continu si

∀x , x ∈ E lim
t→0+

‖ G (t)x − x ‖E= 0.

On dira qu’il est faiblement continu si

∀x , x ∈ E ,∀y ∈ E ′ : lim
t→0+

|< G (t)x − x , y >|= 0.
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Proposition
On peut vérifier assez facilement que les semi-groupes des exemples 1, 2 et
3 sont uniformément continus.

Définition
Soit {G (t), t ≥ 0} un semi-groupe défini sur un espace de Banach E .
Posons

Λ = {u ∈ E ; lim
t→0+

G (t)u − u

t
existe dans E}.

L’opérateur A de Λ dans E défini par

Au = lim
t→0+

G (t)u − u

t

est appelée générateur infinitésimal de G (t).

0E ∈ Λ : A est linéaire "non borné" en général de domaine D(A) = Λ.
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Théorème
Un opérateur A est le g.i d’un semi-groupe G (t) uniformement continu si
et seulement si A ∈ L(E ) et G (t) = etA.

Corollaire
Soit G (t) un s.g uniformément continu dans L(E ). Alors :
a. ∃ω ≥ 0 t.q ‖ G (t) ‖≤ eωt ,
b. ∃A ∈ L(E ) unique tel que G (t) = etA.
c. t → G (t) est dérivable avec

d

dt
G (t) = AG (t) = G (t)A.

Conséquence : pour u0 ∈ E , u = G (t)u0 vérifie :{
du
dt = Au, t > 0,
u(0) = u0

(7)
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Théorème
Soit A le g.i d’un C0 semi-groupe. Alors :
∀u ∈ E

∫ t
0 G (s)uds ∈ D(A) et A(

∫ t
0 G (s)uds) = G (t)u − u

∀u ∈ D(A) d
dtG (t)u = AG (t)u = G (t)Au.

A est fermé à domaine dense.
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Opérateurs et semi-groupes

{G (t),G (t)unif .cont} ←→ {L(E ); générateurs}.

{G (t),C0} −→ {A n.b, fermés,D(A) = E}.

Question : ←−

Étant donné (A,D(A)) construire "etA".
Besoin d’un ingrédient supplémentaire la résolvante.

Définition
Soit A un o.n.fermé.

ρ(A) = {λ ∈ C; (λI − A) bijectif} ensemble résolvant.
σ(A) = C\ρ(A) spectre.
R(λ,A) = (λI − A)−1 résolvante.

Remarque : Th. du graphe fermé R(λ,A) ∈ L(E ).
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Formule : pour µ et λ dans ρ(A) on a :

R(λ,A)− R(µ,A) = (µ− λ)R(λ,A).R(µ,A).

Théorème
Soit {G (t), t ≥ 0} un C0-s.g de type ω0 :

ω0 = {inf ω, ∃M et ‖ G (t) ‖≤ Meωt}.

Soit (A,D(A)) son g.i alors

ρ(A) ⊃ {λ ∈ C; Reλ > ω0}.

Formule : soit λ ∈ C, Reλ > ω0 alors

R(λ,A) =

∫ ∞
0

e−λtG (t)dt.
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(G (t), t ≥ 0)

(A,D(A)) (R(λ,A))λ∈ρ(A)

R(λ,A) =
∫∞
0 e−λtG (t)dt

A = λ− R(λ,A)−1
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Récapitulation : A g.i d’un C0-s.g alors :
(c1). A est fermé, D(A) = E .
(c2). σ(A) ⊂ 1/2 plan de C.
{c1, c2} conditions nécessaires ! suffisantes ?. Non.
Idée naturelle :
Retour à la fonction "etA" :
a). etA =

∑ tnAn

n! pas bonne.
b). Intégrale de Cauchy :

etA =
1
2iπ

∫
γ
eλtR(λ,A)dλ,

mais γ ne peut être borné.
• Cela marche dans certaines classes d’opérateurs.

c). etA = lim
n→∞

[
n
t R( t

n ,A)
]n

(∼ (1 + t
nA)n)

(∼ (1− t

n
A)−n)
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• Cela marche sous certaines conditions.
d). Chercher {An} ⊂ L(E ), An −→ A t.q

etA = lim etAn .

Si cette limite existe et définit un C0-s.g.
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Semi-groupes de contractions

Définition
Un C0-semi groupe G (t) est dit de contractions si ‖ G (t) ‖≤ 1, ∀t ≥ 0
(M = 1, ω = 0).

Théorème de Hille- Yosida :

Théorème
Soit (A,D(A)) un o.n.b sur un espace de Banach E . Nous avons
équivalence entre :
(a) (A,D(A)) génère un C0-s.g de contractions.
(b) A est fermé à domaine dense,

ρ(A) ⊃ R∗+ et ∀λ > 0 ‖ R(λ,A) ‖≤ 1
λ .
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Base :

An := nR(n,A) = n2R(n,A)− I,

Gn(t) = etAn
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Théorème de Lumer-Phillips
• Application de dualité
E espace de Banach de dual E ′.
Pour u ∈ E on définit l’application en général multivoque par :

F (u) = {L ∈ E ′; < L, u >=‖ u ‖2E=‖ L ‖2E ′}.

F (u) n’est jamais vide (H.B.).

(E Hilbert, convexité stricte =⇒ F (u) singleton !).

Définition
(A,D(A)) est dissipatif si ∀u ∈ D(A) il existe L ∈ F (u) t.q
Re < Au, L >≤ 0.
( ⇔ ∀u ∈ D(A) et ∀λ > 0 ‖ (λI − A)u ‖≥ λ ‖ u ‖.)
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Théorème
Soit (A,D(A)) n.b. fermé à domaine dense.

a).
A dissipatif
∃λ0 / Im(λ0I −A) = I =⇒ A est le g.i d’un

semi-groupe de contraction

b). Si A est le g.i d’un C0-s.g de contraction dans E alors

∀λ > 0 Im(λI − A) = E et A est dissipatif.

De plus,

∀u ∈ D(A) et ∀L ∈ F (u) Re < Au, L >≤ 0.
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Perturbations d’un semi-groupe

Théorème
Si A est le générateur d’un s.g.f.c et B ∈ L(E ) alor (A + B) est le
générateur d’un s.g.f.c.

Soient (A,D(A)) et (B,D(B)) deux o.n.b dans E . On dit que B est
A-borné si :

D(A) ⊂ D(B),
∃a, b t.q

‖ Bu ‖≤ a ‖ Au ‖E +b ‖ u ‖E (8)

La A-borne de B est définie par

a0 = inf{a ≥ 0; ∃b t.q (8) est vérifié}.
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Théorème
Si A est le g.i. d’un s.g.f.c et si a0 < 1 alors (A + B,D(A)) est le g.i d’un
s.g.f.c.

Théorème
Si (A,D(A)) est le g.i. d’un s.g de contractions dans un espace réflexif E et
si (B,D(B)) est dissipatif, A-borné avec a0 = 1 alors (A + B,D(A)) est
fermable et sa ferméture génère un s.g fort. cont.
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Cas particuliers et extensions

Opérateurs maximaux monotones.
H : espace de Hilbert.

Définition
(A,D(A)) monotone si :

∀u ∈ D(A) : < Au, u > ≥ 0.

(A,D(A)) maximal si :

∃λ0 ≥ 0 t.q Im(A + λ0I) = H.

Théorème
Tout opérateur maximal monotone génère un semi-groupe de contractions.
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Les extensions.
Extension du théorème de Hille-Yosida.
Extension du théorème de Lumer-Phillips.
Opérateurs maximaux monotones non nécessairement linéaires.
Opérateurs sectoriels.
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